02 Onde by Villa, Mauro
	

	

  
 
    !"
 
  
# $%&	''(	)
* +  ,'-&&'-
&--)'
# .$%-	,)&'-'-))'/'
 $'	 +'-'--)
 '+'-)))0'
'1'/0)1'2 34 
# $%/''&--)')')'
 ')' 
&,)'&/	--'(	)56 '
')  
# .$%/'&7'-	)
'$'-'-'
--8 	78 	7%)'
# $%)')2 34 
4Suono, luce, onde radio, onde sismiche ...
Tutte: perturbazione di una proprietà fisica (rispetto a una 
situazione di equilibrio), con origine in una sorgente.
Meccaniche: oscillazioni del mezzo in cui si propagano
Elettromagnetiche: oscillazioni del campo ELM.
La velocità di propagazione dipende dalle caratteristiche del 
mezzo: elasticità, densità ...

La propagazione della perturbazione implica propagazione 
dell’informazione: voci, immagini …
Quantistiche: oscillazioni di una funzione d’onda.
5Onde trasversali e longitudinali (rispetto alla direzione di 
propagazione)
Dentro i liquidi e nei gas sono solo longitudinali;
Nei solidi e sulla superficie di separazione tra due mezzi 
diversi (liquidi o solidi) si trovano entrambe.
Non trasportano materia ma energia
(quantità di moto, momento angolare)
Obbediscono alla stessa equazione differenziale.
A livello microscopico: stato dinamico/quantistico.
6modello di produzione di onda 
longitudinale:
sposto una particella orizzontalmente.
modello di produzione di onda 
trasversale: 
sposto una particella verticalmente.
longitudinale longitudinale o trasversale
Sulla superficie di un liquido: miste
7longitudinale
8trasversale
9Densità lineare 
d
d
m
x
µ =
Se perturbiamo, un elemento dx è 
richiamato verso l’equilibrio:
1 2 dm dxµ+ = =T T a a
   
Proiettiamo lungo j:
2
1 1 2 2 2
( , )
sin sin d y x tT T x
t
ϕ ϕ µ ∂− + =
∂
Piccoli 
spostamenti: 
2
1 1 2 2 2
1 2
( , )
tan tan d y x tT T x
t
T T T
ϕ ϕ µ ∂− + = ∂
 ≈ ≈

i
j T2
T1 x x+dx
1
2
Corda ferma: 
( , )y x tPosizione della corda:
( , ) 0y x t =
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Inoltre
2
1 2 2
1 2
( , )
tan tan d
tan ; tan
x x dx
y x tT T x
t
y y
x x
ϕ ϕ µ
ϕ ϕ
+
 ∂
− + = ∂
 ∂ ∂    = =   ∂ ∂ 	 
 	 

2
2
( , )d
x x dx
y y y x tT T x
x x t
µ
+
∂ ∂ ∂   
− + =   ∂ ∂ ∂	 
 	 

Sviluppando in serie: 
2
2 d
x dx x
y y y
x
x x x+
∂ ∂ ∂   
≈ +   ∂ ∂ ∂	 
 	 

2 2
2 2
( , )d d
x x
y y y y x tT T x x
x x x t
µ ∂ ∂ ∂ ∂   − + + =    ∂ ∂ ∂ ∂	 
 	 
 
2 2
2 2
y y
x T t
µ∂ ∂
 =
∂ ∂
2 2
2 2
y y
x T t
µ∂ ∂
 =
∂ ∂
2 2
2 2 2
1f f
x t
∂ ∂
=
∂ ∂
con  
T
µ
=
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2 2
2 2 2
1f f
x t
∂ ∂
=
∂ ∂
Soluzioni (con opportune condizioni iniziali):
( )y f x t= ±
Infatti, se :s x t= ±
2 2
2 2
2 2
2 2
d d d
d d d
d d d
d d d
f f s f f f
x s x s x s
f f s f f f
t s t s t s
∂ ∂ ∂
= =  =∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
= = ±  =
 ∂ ∂ ∂

 
( ) ( )d df x t x t = − + −  
Onde progressive o regressive (con velocità ).
( d , d ) ( , )
d d
f x x t t f x t
x t
+ + =

= + v
Se il profilo fa una pura traslazione:
( )f f x t = −
Infatti, in tale caso:
onda non dispersiva
=0( ) ( )d df x x t t + − + = 
( )f x t= −
14
La soluzione generale può essere messa nella forma 
(l’equazione delle onde è lineare): ( ) ( )f x t g x tψ = − + + 
f  e g sono arbitrarie: definite solo dalle condizioni al contorno
L’argomento                può apparire in qualunque modo, come                  
tutt’uno. 
( )x t−
Sovrapposizione
degli impulsi
0t =
t τ=
2t τ=
3t τ=



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determinate da variazioni di 
pressione  variazioni di densità:
compressione e rarefazione del 
mezzo (gas, liquidi, solidi)
il moto del pistone fissa le caratteristiche dell’onda.
la massa dm del gas occupa volumi diversi, nel tempo:
inizialmente
0 0d d ; d d dV S x m V S xρ ρ= = =
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0
0
d cost d d 1
1
1
x
x
m S x S x
x
x
ξρ ρ
ρ
ρ ξ
 ∂ 
=  = +   ∂	 
 
 =
 ∂ 
+  ∂	 
 
[ ]
[ ]
d ( ) d
d ( d ) d ( ) ( )
d d d d d 1
x x
V t S x
V t t S x x dx x
S x S x x S x
x x
ξ ξ
ξ ξξ


=

+ = + + − =

   ∂ ∂   
= + ≈ + = +       ∂ ∂	 
 	 
   
in seguito alla compressione, se 
S si sposta di ξ(x) in x, 
e di ξ(x+dx) in x+dx:
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Assumiamo trasformazione adiabatica (quasi statica) 
del gas (perfetto):
0
0
0 0 0
p V p p
p V
γ γγ ρ ρ
ρ ρ
    
= =  =    
	 
 	 
 	 

1 2
0 0 21 1
x x
pp p p
x x x x
γ γξ ξ ξγ
− − −
   ∂ ∂ ∂ ∂   
 = +  = − +      ∂ ∂ ∂ ∂	 
 	 
   
se l’ampiezza dell’onda è 
piccola rispetto alla 
lunghezza d’onda:
2
0 21
p p
x x x
ξ ξγ∂ ∂ ∂   = − ∂ ∂ ∂	 

1
0
1 1
1 x
x
x
x
ρ ξ
ρ ξ
−
 ∂ 
= ≡ +  ∂ ∂ 	 
   +  ∂	 
 
cost. M= V cost. cost.pV pγ γρ ρ −= = =
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( )
( ) ( d ) d 2 2
0 02 2( ) ( d ) d d d
x xf x f x x m
pp x S p x x S S x S x S x
t x t
ξ ξρ ρ
+
∂ ∂ ∂
− + =  − ≈
∂ ∂ ∂
 
2
0 2e quindi     
p
x t
ξρ∂ ∂≈ −
∂ ∂
la proiezione della                lungo x dà                  : m=f a dxf mξ= 
2 2
0
2 2
0x p t
ξ ρ ξ
γ
∂ ∂
=
∂ ∂
2
0 2
2
0 2
p
x t
p p
x x
ξρ
ξγ
∂ ∂
≈ −∂ ∂ ∂ ∂
≈ −
∂ ∂
2
0 2
p p
x x
ξγ∂ ∂= −
∂ ∂
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2 2
0
2 2
0x p t
ρξ ξ
γ
∂ ∂
=
∂ ∂ rappresenta un’onda che si propaga con velocità
0
0
pγ
ρ
=
Onde percepibili dall’orecchio umano: 20 20000Hz≈ ÷
(oscillazioni della membrana del timpano e risonanza)
In acqua circa 1400 m/s ; nel granito circa 6000 m/s!
massima sensibilità attorno ai 3000 Hz
2
0
3
0
1atm 101300 / m
In aria  1,3 kg/m 332 m/s!!
7 /5
p N
ρ
γ
 = ≈

≈  ≈

≈


2 2
2 2 2
1
x t
ξ ξ∂ ∂
= →
∂ ∂
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10
0
valore dell'intensità in db 10log I
I
=
12 2
0 10 W/mI
−≅
0
0
10db 10
20db 100
I
I
I
I

 =

 
  =

(molto debole)
Intensità: potenza per unità di S.
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(sia δ = 0)
( ) ( ) ( )( )cos cos Re e similii kx tf A k x t A kx t Ae ωω − = − = − = 
 è la velocità con cui si muove un qualsiasi punto 
(fase fissa) dell’onda, per esempio un massimo: 
velocità di fase f   (ha senso solo per onda armonica)
è detta k numero d'ondaω=

 
/ costy zψ ψ =
Caso importante: 
onda progressiva
uniforme
polarizzata linearmente
con profilo sinusoidale
onda armonica (detta anche monocromatica)
( )f x tψ = −
22
Le onde armoniche mantengono la loro forma anche in un 
mezzo dispersivo, ma viaggiano a velocità diversa 
(secondo k)
Le onde di altra forma, invece, propagandosi in un mezzo 
dispersivo si deformano.
relazione di dispersionef k
ω
=
(corda omogenea e perfettamente flessibile, 
onde sonore in aria, luce nel vuoto ...)
se è la stessa per :k∀
mezzo  dispersivo, cioè  indipendente da f kk
ω
 = =non 
(caratteristica di onda
e mezzo)
23
2
2
T
k
pi
ω
piλ

=

 =
 T k
λ ωλν = = =
(frequenza).
• , e quindi λ e k, dipendono dal mezzo;
• ν, e quindi ω, dalla sorgente.
( )cos cos 2 x tf A kx t A
T
ω pi λ
  
= − = −  
	 
 
( )cosf A kx tω= −
2 2
T
pi
ω piν = =
x
t
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Se l’onda interessa tutto lo spazio tridimensionale: 
Perturbazione scalare o componente di vettoriale (EM):
( , , , )x y z tψ ψ=
in molti di questi casi l’eq. 
si generalizza:
2 2 2 2
2
2 2 2 2 2
1
x y z t
ψ ψ ψ ψψ ∂ ∂ ∂ ∂+ + ≡ ∇ = ∂ ∂ ∂ ∂	 
 
Una possibile soluzione è (solo parte progressiva, lungo î): 
( , ) ( )y z f x tψ ϕ= − Onda piana
Onda piana e uniforme.
( , ) costy zϕ =se in più ( )f x tψ = −
{ }ˆpiù in generale ( )f tψ = ⋅ −r n 
  ! 
2 2
2 2 0y z
ϕ ϕ ∂ ∂
+ = ∂ ∂	 
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0y zψ ψ= = perturbazione longitudinale (es: onda sonora in aria)
0xψ = perturbazione trasversale
se in più / costy zψ ψ =
cioè       
è su un piano perpendicolare a  î
⊥≡
 
Ψ Ψ
onda polarizzata linearmente
(può cambiare solo il modulo)
Se la perturbazione è vettoriale:  
( , ) ( )x y z f x tψ ϕ= − Onda piana
Onda piana e uniforme.( )x f x tψ = −
( , , )
( , , )
( , , )
x x
y y
z z
x t y z
x t y z
x t y z
ψ ψ
ψ ψ
ψ ψ
 = −

= −

= −




Ψ
2
2
2 2
1
t
∂∇ =
∂





1)
2)
3)
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  !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 
ˆ( ) ( )f x t f tψ ι= − = ⋅ −r 
onda piana e uniforme, 
progressiva, lungo x:
Superficie d’onda: luogo geometrico dei punti con uguale fase
Sorgente puntiforme: onda sferica; 
sorgente rettilinea: onda cilindrica.
A grande distanza, una piccola porzione: onda piana.
ˆoppure ( )f tψ = ⋅ −n r 
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Onda sferica: ( , ) ( )g f r t
r
θ ϕψ = − fronti d’onda sferici
sferica e armonica: ( , ) sin( )g kr t
r
θ ϕψ ω= −
sferica, armonica e uniforme: sin( )A kr t
r
ψ ω= −
L’ampiezza va come 1
r
vettore di propagazione2
ˆ ˆcon        
o vettore d'onda
k piλ= =k n n

Se l’onda è armonica:
[ ]ˆsin ( ) sin( )A k t A tψ ω= ⋅ − = ⋅ −n r k r  
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
ˆ ˆ
y zψ ψ⊥≡ = +j k
 ψ ψ
ambedue: 
piane, uniformi, armoniche, trasversali, 
che si propagano lungo î, stessa ω
cos( )
cos( )
y y
z z
A kx t
A kx t
ψ ω
ψ ω β
= −

= − −
Fissiamo un piano, per esempio 0x =
[ ]
cos( ) cos( )
cos( ) cos( )cos sin( )sin
y y y
z z z
A t A t
A t A t t
ψ ω ω
ψ ω β ω β ω β
= − =
 
= − − = −
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cos sin( )sinyz
z y
t
A A
ψψ β ω β − = −
[ ]
cos( )
cos( )cos sin( )sin
y y
z z
A t
A t t
ψ ω
ψ ω β ω β
=
 
= −
cos sin( )sinyz z
y
A t
A
ψψ β ω β  = −  
  
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2 2 2cos 2 cos sin ( )siny yz z
z y z y
t
A A A A
ψ ψψ ψβ β ω β   + − =    	 
 	 

2 22
2 2cos 2 cos 1 siny y yz z
z y z y yA A A A A
ψ ψ ψψ ψβ β β
     
  + − = −         	 
 	 
 	 
 
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22
22 cos siny yz z
z y z yA A A A
ψ ψψ ψ β β   + − =    	 
 	 

2 22
2 2 2cos sin 2 cos siny y yz z
z y y z yA A A A A
ψ ψ ψψ ψβ β β β     + + − =        	 
 	 
 	 

Questa espressione è del tipo
2 2 0z y z ya b c dΨ + Ψ + Ψ Ψ + =
cioè l’equazione di una conica.
31
22
0 2 0
cioè  0 cost
y yz z
z y z y
yz z z
z y y y
A A A A
A
A A A
ψ ψψ ψβ
ψψ ψ
ψ
  
=  + − =    	 
 	 

− =  = =
ellittica ellittica circolare
lineare
( ) 2 2tan 2 2 cosz y
z y
A A
A A
γ β=
−
!!!
[ ]
cos( ) cos( )
cos( ) cos( )cos sin( )sin
y y y
z z z
A t A t
A t A t t
ψ ω ω
ψ ω β ω β ω β
= − =

= − − = −
circolare
cos( )
sin( )
y y
z y
A t
A t
ψ ω
ψ ω
= −

= −
lineare
cos( )
cos( )
y y
z z
A t
A t
ψ ω
ψ ω
= −

= −
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Da sinistra arriva un impulso su un 
elemento imperturbato.
L’azione è dovuta alla forza F
di modulo T:
( )d d d , dy y yL F y F t P x t ttδ
∂
= ⋅ = = ≡
∂
F r

sin tany
yF T T T
x
θ θ ∂= − ≈ − = −
∂
( , )
t
y yP x t T
x
∂ ∂
 = −
∂ ∂
Per un’onda progr. 
d( )
d
y y s yy f x t
t s t x
∂ ∂ ∂
= −  = = −
∂ ∂ ∂
 
2 2 2
( , ) y T y yP x t T
x t t
µ∂ ∂ ∂      = = =     ∂ ∂ ∂	 
 	 
 	 

 

2 21 1( , )
2 2
y yP x t T
t x
µ
 ∂ ∂   
 = +    ∂ ∂	 
 	 
 

(che quindi 
sono uguali!)
T
"
T
µ
=


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2 21 1( , )
2 2
y yP x t T
t x
µ
 ∂ ∂   
= +    ∂ ∂	 
 	 
  

2 21 1( , )d d d
2 2 K P
y yL P x t t x T x E E
t x
δ µ ∂ ∂    = = + ≡ +   ∂ ∂	 
 	 

Quindi sono densità (lineari) di energia, ( , ); ( , )K Pu x t u x t
da cui  ( , ) ( , )P x t u x t= 
è l’energia (trasportata dall’onda) che passa per x
nell’unità di tempo.
Propagazione di un’onda implica propagazione di energia.
Il lavoro fatto dall’esterno serve a mettere in moto 
(attraverso la corda) sempre più elementi della corda.
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Caso particolare: onda armonica su corda elastica.
( )cosy A kx tω= −
Ricorda l’oscillatore libero: 2 20
1
2M
E m Aω=
( )
2
2 2 2( , ) sinyP x t A kx t
t
µ µω ω∂  = = − ∂	 

 
Bisogna trasferire energia con continuità; in un periodo τ:
( )2 2 2 2 2 2 21 1( ) sin d
2 2
t
t
E A kx t t A A
τ
τ µω ω µω τ µω λ+= − = = 
Ma qui nel singolo elemento dm non c’è travaso fra energia 
cinetica e potenziale (che sono uguali);
il travaso è fra elementi adiacenti.
m µλ→
36
2
2
!!
A
I
ω

∝

La prima vale per ogni onda;
la seconda, se armonica.
Per le onde monocromatiche (in una corda), si chiama 
intensità l’energia che attraversa una sezione della corda, 
nell’unità di tempo (potenza), mediata su un periodo.
2 2 2 2( ) 1 1( )
2 2
EI E A Z A
τ
τ
τ µω ω
τ
 = = = =
Si può utilizzare il concetto di impedenza: esprime l’inerzia di 
un sistema a cambiare qualche sua proprietà.
Genericamente: 
( )sFZ
t
ξ= ∂
∂
forza che sollecita il sistema
(fem, forza meccanica…)
rapidità della variazione
della perturbazione
Z µ=  Impedenza caratteristica del mezzo
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( )22 2 21 2 1 2 1 22 cosA A A A A δ= + = + +a a
Due onde monocromatiche, della 
stessa natura, con differenza di fase 
δ costante:
( )
( )
1 1
2 2
cos
cos
f A kx t
f A kx t
ω
ω δ
 = −

= − +
#  !$%!
( )2 21 2 1 2 1 22 cos cosf f f A A A A kx tδ ω α = + = + + − +
( ) 1 1 2 21
1 1 2 2
sin sin
tan
cos cos
A A
A A
α α
α α
α α
+
+ =
+
α1
α2
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( )2 21 2 1 22 cos cosf A A A A kx tδ ω α= + + − +
1 2
1
2
2 cos
2
A A
A A
δ
α β
δ

= =
=  
  =  
 	 

Se ci fosse solo un’onda 
monocromatica:
Con due della stessa ampiezza:
2
1 1I A∝
Massimi dell’ampiezza: ( )1 2 per   2A A A nδ pi= + =
Minimi dell’ampiezza: ( ) ( )1 2 per   2 1A A A nδ pi= − = +
2 2 2
14 cos 2
I A A δ ∝ =  
	 

2
1
4cos
2
I
I
δ 
 =  
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Se non c’è la coerenza, cioè 
δ non è costante, l’intensità 
osservata è la media della 
espressione trovata:
2
1 14 cos 22
I I Iδ = = 
	 

Interferenza:
costruttiva o distruttiva.
L’energia si ridistribuisce 
nello spazio.
(purché δ non cambi nel tempo)
2
1 14 cos 22
I I Iδ = ≠ 
	 

δpi
3pi
2pi
( )
( )
( )
1
2
1
cos
cos
cos
i i
t t
r r
y A k x t
y A k x t
y A k x t
ω
ω
ω
= −
= −
= +
Z µ= 
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Consideriamo la corda elastica, per es. con 
due densità diverse ( y la deformazione).
Conservazione dell’energia:
Alla superficie di separazione fra due mezzi:
onda riflessa e onda trasmessa.
% 
Corda diversa per x>0 ma non rotta
per 0 i r tx y y y=  + =
2 2 2 2 2 2
1 1 2
1 1 1
2 2 2i r t
Z A Z A Z Aω ω ω= +
1 2
2 21inoltre  ( )
2
I E Z A
τ
τ ω= =µ1 µ2
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2 2 2
1 1 2
i r ti r t
i r t i r t
A A Ay y y
I I I Z A Z A Z A
+ =+ = 
  
= + = + 
( )1
r ir
t ii
A R AAR
A R AA
=
=  
= +
( )22 2 2 21 1 2 1i i iZ A Z R A Z R A   = + +   
1 2
1 2
1
ZR=
Z
R
Z
Z
= −

−
 +
non c’è onda trasmessa
(giunzione bloccata)
1 2 1
1 2 1 2
Z 2
e quindi:  ;
Z Zr i t i
Z ZA A A A
Z Z
−
= =
+ +
(Ar negativa  onda riflessa sfasata di pi rispetto a incidente)
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1 2
0r
t i
A
Z Z
A A
≅
≅  
≅
Quindi, per trasferire completamente un’onda da un mezzo 
all’altro, bisogna accordare le impedenze dei due mezzi.
2 1
2 2
1 1
1 / 2
;
1 1
r i t i
Z ZA A A AZ Z
Z Z
−
= =
+ +
1 2
0t
r i
A
Z Z
A A
≅
 
≅ −

(sfasamento di pi)
1 2
2t i
r i
A A
Z Z
A A
≅
 
≅
	
versi opposti!
(esempio: corda bloccata)
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Se blocchiamo una corda ai due estremi, nel sistema si 
formano onde stazionarie.
È una oscillazione collettiva, senza propagazione.
Se da destra parte una perturbazione ( )cosi iy A kx tω= +
L’onda risultante è la somma delle due:
( ) ( )cos cos 2 sin sinA kx t A kx t A kx tω ω ω+ − − = −
sulla parete in x=0 si ha una riflessione completa: r iA A= −
!
Fissata la posizione (x), l’elemento di corda oscilla 
armonicamente, con ampiezza                            diversa da 
punto a punto. 
( ) 2 sinB x A kx=
Tutte le oscillazioni avvengono in fase.
Si parla di modi normali o di stati stazionari.
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( )
( )
( ) 2 sin max 2 1 ,
2
2 2 1
cioè 2 1
2 4
B x A kx kx n
n
x n x
pi
pi pi λλ
= =  = +
+
= +  =
Posizione dei massimi (ventri): 
Posizione dei minimi (nodi): 2
4 2
n
x n
λλ= ≡
Estremi fissi in x=0 e x=L, seconda condizione al contorno: 
anche l’altro estremo deve essere un nodo.
1
1
2
1
3
2 2
1Cioè  22
...
2 2 2
2 2
3 3 3
n
n
L L
L n
L L
L
Ln L
λλ
λλ
λ λλ

= =
= 

 = = =
 =

= = =
,
2 /
vT
v
ω
λ
pi ω
∀
∀ =
=
1v /n n L nω pi ω= =
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Le corrispondenti frequenze sono dette proprie o anche
autofrequenze: sono multiple della fondamentale.
1 2 1 3 1; 2 ; 3 ...ν ν ν ν νλ= = =


cioè alla tensione
1
cioè al peso
v T
T
λ
ν
µµ

∝ 
 
∝ = 



Modi (di vibrazione) normali: modo fondamentale, 
primo armonico, secondo armonico ...
Vale anche per un’asta elastica (lunga e sottile), che può 
avere in più deformazioni longitudinali e torsioni.
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Nelle onde stazionarie non si ha trasporto di energia.
Ogni elemento dx oscilla con una sua propria ampiezza.
Si calcola che a ciascun modo di vibrazione corrisponde 
l’energia 
2 21
4
E LAµ ω=
che corrisponde a quella di un oscillatore di massa 
e ampiezza efficace
m Lµ=
2eff
AA =
In vista della MQ, energia della corda vincolata:  
2 2
2 2 2 2 21 1
4 4 4n
n TE LA LA A n
L L
pi piµ ω µ  = = = 
	 


( ), sin sinf x t A kx tω=
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0
0
0
t
t
ρ
ε
µ µ ε
∇ ⋅ =

∂
∇ × = −
 ∂
∇ ⋅ =

∂∇ × = + ∂
E
BE
B
EB j0 0
int
0
0
d
dd
d
d 0
dd
d
B
E
Q
t
I
t
ε
µ µ ε
Σ
Γ
Σ
Γ

⋅ =


Φ
⋅ = −


⋅ =

 Φ
⋅ = +



 0 0
E S
E r
B S
B r









&'!() 
Nella materia:
nelle quali int , , ,Q Iρ j si riferiscono a cariche e correnti vere.
56
0
t
t
ρ
ε
µ µε
 ∇ ⋅ =∇ ⋅ =  
  ∂∂ ∇ × = + ∇ × = −  ∂
 ∂
BE
EB B jE
All’interno di un mezzo materiale, lineare, isotropo e 
omogeneo (detto anche normale):
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Nelle equazioni di Maxwell sta l’esistenza delle onde elettro-
-magneticheSenza cariche e correnti (spazio libero):
0 0
t t
µε
∇⋅ = ∇⋅ = 
 
 ∂ ∂∇ × = − ∇ × =  ∂ ∂
E B
B EE B
( ) ( )
( ) ( )
2
2 2
t t
t t
µε
∂ ∂∇ × ∇ × = −∇ × = − ∇ × ∂ ∂  ∂ ∂  = ∇  ∂ ∂	 
∇ × ∇ × = ∇ ∇⋅ − ∇ = −∇
BE B E E
E E E E
2
2
2t
µε ∂ = ∇
∂
E E
2
2
2 2
1
e cioè   
t
∂
= ∇
∂
E E

Eliminando E (invece di B), si ottiene anche
2
2
2 2
1
t
∂
= ∇
∂
B B

 
2
2
2 2
1
equivalenti a   e analoghex x
E E
t
∂
= ∇
∂
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Facciamo vedere che sono onde trasversali, che E e B sono
perpendicolari fra loro, che il verso di propagazione è E×B e 
che il rapporto dei moduli è uguale alla velocità.
Onde (tridim.) che si propagano con velocità 1
εµ
=
Per comodità: onde piane, progressive, monocromatiche:
( )
( )
0
0
i t
i t
e
e
ω
ω
⋅ −
⋅ −
=
=
k r
k r
E E
B B
i
t
ω
∂
 = −
∂
E E
0 , 0 ⋅ = ⋅ =k E k B
Divergenze nulle
cioè campi perpendicolari a direzione di propagazione. 
i∇ → k
e analoghe per 
i
i
∇ ⋅ = ⋅
 ∇ × = ×
E k E
B
E k E
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ω
εµ ω
× =
 
× = −
k E B
k B E
i i
t
ω
∂∇ × = × = − =
∂
BE k E B
( )i i
t
εµ εµ ω∂∇ × = × = = −
∂
EB k B E
k, E e B sono reciprocamente perpendicolari.
k
k
ω
ω× = × =  × = =k E n E B n E B B
cioè:   × =n E B
n , E , B : terna ortogonale levogira
(terna destrorsa).
E
B
= 
( )
( )
0
0
i t
i t
e
e
ω
ω
⋅ −
⋅ −
=
=
k r
k r
E E
B B
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Vale anche per onde sferiche (e cilindriche)
0 0
00
cos( ) sin( )
sin( ) cos( )
y z y z
yz
y z
E E E kx t E kx t
EEB B kx t kx t
ω ω
ω ω
= + = − + −


= + = − − + −

E j k j k
B j k j k
 
Se E è lungo una direzione stabile (polarizzata linearmente), 
per esempio j, allora anche B resta lungo k.
Se la propagazione è lungo i:
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"'*

d d d dEM EM EMU w V w S t⊥= = v
intensità istantanea dell’onda (della radiazione):
2
2 2 21 1 1 1
2 2 2 2EM
E EB w E B Eε ε
µ µ
 
=  = + = +  
	 
 
 
2 2 2 2 2
densità elettrica densità magnetica
1 1 1
2 2 2 2EM
w E E E E Eεµε ε ε ε
µ
 = + = + =
d
d d
EM
EM EM
UI w I w
S t⊥
= =  = 
vdt
ndS
t t+ td
fronte d'onda energia che attraversa        in dt:dS⊥
equipartizione dell’energia!
t
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segue
impedenza caratteristica del mezzo:
0
0
0
1
377   (nel vuoto)
E EZ
H B
Z
εµ µ µ
ε ε ε
µ
ε
  
= = = ≡ =  
	 

 

= ≅ Ω



2 2
EM EMI w E I w Eε ε=  =     
2
2
2
EI E
Z
E
I
Z
ε

= ≡

 

=

se l’onda è armonica: ( )
2
0
0 sin 2
EE E kx t I
Z
ω= −  =
(valore medio temporale)
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onda piana, uniforme, polarizzata linearmente, 
armonica (si propaga lungo i):
n=i
n=i
E
E
B
B
+
+
FE
FE
FB
FB
vi
vi
−
indipendentemente dal segno della carica e 
dal verso di E, 
FB è diretto come n.
Se l’onda investe la superficie di un corpo:
forza (per unità di superficie) = pressione.
carica positiva lasciata libera (v iniziale nulla)
si muove per azione di FE
0i B iq ≠  = ×v F v B
pressione di radiazione:
r
I
p
c
=
(si dimostra che) se la superficie è perfettamente assorbente
se è perfettamente riflettente
2
r
I
p
c
=
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Riassumendo (in assenza di cariche e correnti):
• E e B si propagano ambedue a velocità
•
• le OEM sono trasversali                        (polarizzazione)
• le OEM obbediscono al Principio di sovrapposizione 
(nelle equazioni di Maxwell E e B entrano in forma 
lineare)
• E e B sono inscindibili
1
εµ
=
EB =

× =n E B
8
0 0
1 3 10 m/s nel vuotoc
ε µ
 
= = = ⋅ 
  

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+ ,
zona dello spazio sede di campo EM; conduttori immessi in 
dielettrico omogeneo, isotropo e lineare (normale).
1
t t
µ µε ε
µ
∂ ∂∇ × = +  = ∇ × −
∂ ∂
E EB J J B
1
t
ε
µ
∂
 ⋅ = ⋅∇ × − ⋅
∂
EJ E E B E
Ma ( ) ( ) ( )⋅ ∇ × = ⋅ ∇ × + ∇⋅ ×E B B E B E
( ) ( ) 21
2t
ε
µ
∂  
  ⋅ = ⋅ ∇ × + ∇ ⋅ × −    ∂ 	 

J E B E B E E
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( ) ( ) 21
2t
ε
µ
∂  
⋅ = ⋅ ∇ × + ∇⋅ × −     ∂ 	 

J E B E B E E
( ) 21
2
t
t t
∂∇ × = − ∂
 ∂ ∂  
⋅ ∇ × = − ⋅ = −  ∂ ∂ 	 

BE
BB E B B
( )2 21 1 1
2 2t t
ε
µ
∂ ∂    
⋅ = − + ∇⋅ × − =    ∂ ∂	 
 	 
 
J E B B E E
2 21 1 1
2 2t
ε
µ µ
   ∂
= − + − ∇⋅ ×   ∂ 	 
 	 

E B E B
2 21 1 1 0
2 2t
ε
µ µ
   ∂
+ + ∇⋅ × + ⋅ =   ∂ 	 
 	 

E B E B J E
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1 EMw
tµ
  ∂∇⋅ × ≡ ∇⋅ = − ⋅ −  ∂	 

E B E J
Integrando sul volume V fisso (di contorno S): 
d d d d
d EM
w
t
− = ⋅ + ∇⋅   E J V V VV V V
( )
variazione di energia energia dissipata flusso di energia
 nel volume verso l'esterno
d d dEM Joule SU U t − = + Φ  
d d
d
potenza
EM
Joule S
U
w
t
 − = + ⋅ S


 
(vettore 
di Poynting)×E H
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Energia che fluisce attraverso dS in dt:
dd d cos d d d
d d
UU S t S t I
S t
θ ΦΦ ⊥
⊥
= =  = =  
il modulo del vettore di Poynting è uguale all’intensità 
della radiazione.
La condizione è necessaria, non sufficiente
(salvo che per superfici chiuse).
Attenzione: il flusso di  attraverso dS indica che, 
se c’è flusso di energia, allora ( )d dSU tΦ = Φ 
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103 3 10⋅ 5
106 3⋅102
109 3⋅10-1
1012 3⋅10-4
1015 3⋅10-7
1018 3⋅10-10
1021 3⋅10-13
λ(m)ν(Hz)
agitazione termica ad alta 
temperatura, scariche nei gas 
(lampade a incandescenza).
colori (1014 Hz)
rosso 3,85-4,82
arancione 4,82-5,03
giallo 5,03-5,20
verde 5,20-6,10
azzurro 6,10-6,59
violetto 6,59-7,89
grammofono, 
registratore, uscita 
audio radio e TV
  83 10(m) (Hz)
cλ
ν ν
⋅
= =
stati stazionari
frequenze (Hz)
50: frequenza industriale
20-20000: audio frequenze
fino a 107: video frequenze
(0,5-20) 106 onde radio (AM)
(80-300) 106 onde radio (FM)
(1-300) 109: microonde
3 1011-4 1014: infrarosso
4 1014-8 1014: visibile
8 1014-3 1017: ultravioletti
3 1017-1020: Raggi X
3 1018-3 1022: Raggi γ
>3 1022: radiazione cosmica
uscita video TV e 
calcolatori
portanti nelle 
radiodiffusioni, 
modulazione di 
ampiezza
portanti nelle 
radiodiffusioni, 
modulazione di 
frequenza
radar, forni, telefonini, 
stati rotazionali delle 
molecole
Laser, stati 
vibrazionali nelle 
molecole, emissione 
da termosifoni.
Scarica nei gas, salti di 
livelli degli elettroni di 
valenza
salti di livelli di 
elettroni interni, 
radiazione di 
frenamento
salti di livelli nucleari
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  - ',.
9 -, -	,)	-	'$
)
: 	 -t'	(	t+dt:
-	
-	;
		&
$'$--
	)'
v ω )
L’onda si propaga in un determinato verso; all’indietro si ha 
interferenza distruttiva.
θ
1
2( ) (1 cos )f θ θ= +
( , ) ( , ) ( )r t dt r t f dSψ ψ θ′ ′+ = 
 
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ottica geometrica:
l’angolo di incidenza (del raggio) è 
uguale all’angolo di riflessione.
86
La velocità di fase della luce in un mezzo è diversa da c: 
0 0
0 0
1
1 r r
c
c
n
ε µ εµ
ε µ
ε µ
εµ

=

 = = =
 =


 	

	



ove n è l’indice 
di rifrazione
del mezzo
I mezzi materiali sono dispersivi per la luce: ( )f f λ= 
Se l’onda è 
monocromatica:
0
0 0
2
nel vuoto  ;
2
nel mezzo  ; f
k c
k
ck
k n
pi ω
λ
pi ω
λ

= =


= = =


0
0 ;k nk
n
λλ = =
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Di conseguenza, considerando l’onda rifratta:
2 2 1
1 1 2
sin
sin
n
n
θ
θ
 = =


2 2
1 1
AD
BC
λ
λ= =


2
1
sin
sin
AD AC
BC AC
θ
θ
=

=
1
1
2
2
T
T
λ
λ
=
=


1 2
1 2
;
c c
n n
= = 
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Consideriamo un mezzo isolante, lineare, isotropo, omogeneo.
2 2 2
1 2 1 2 1 22E E E= +  = + + ⋅E E E E EDue onde sovrapposte:
1 2
12 2I Z
⋅
=
E E è il termine di interferenza
2 2 2
1 2 1 2
1 2 122
E E E
I I I I
Z Z Z Z
⋅
 = = + + = + +
E E
Z µ
ε
=
%!/
0
( )
( ) ( )
2 2
1 1 1 1 2 1 2
2 2 2 2 1
sin 2 cos
sin
E A kr t A A A A A
E A kr t k r r
ω δ
ω α δ α
= − = + + 
 
= − + = − +  
( )1 1 sinE B tω= −
( )2 2 sinE B tω α= − +
( )1 1 1sinE A kr tω= −
( )2 2 2sinE A kr tω α= − +
Due onde sorgenti di onde armoniche, con la stessa 
polarizzazione, la stessa pulsazione, e coerenti
1r
2r
P
( )1 2 sinPE E E A tω γ= + = − +
differenza di 
cammino
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( )
( ) ( )
2 2
1 1 1 1 2 1 2
2 2 2 2 1
sin 2 cos
sin
E A kr t A A A A A
E A kr t k r r
ω δ
ω α δ α
= − = + + 
 
= − + = − +  
2 2 2
1 2 1 22 cos
2 2
A A A A AI
Z Z
δ+ +
 = = =
1 2 1 22 cosI I I I δ= + +
interferenza
costruttiva
interferenza
distruttiva
differenza di 
cammino
1 2
2
14 cos 2
A A
I I δ
= 
 
 =  
	 

Come già visto
Esperimento di Young: 
sin tan max  tanr d r d d d nθ θ θ λ>>  ∆ ≈ ≈  =
in questo caso lo sfasamento è dovuto 
solamente alla differenza di cammino: 
( )
( )
2 1
2 1
2 2
k r r
r r r
δ
λ λ
= − =
= − = ∆
2 1
2 1
max  
2 1
min  
2
r r n
n
r r
λ
λ
− =
+
− =
r∆

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2max per cos 1 (  intero)x x Ld d n x n n
L L d
pi pi
pi λλ λ
 
=  =  = 
	 

tan tan
2 2 2
k k
r d dδ piθ θλ= ∆ ≈ = 
( )2 1
2
n L
x
d
λ+ =
( )2min per cos 0 2 1
2
x xd d n
L L
pi pi pi
λ λ
 
=  = +  
	 

2 2
1 14 cos tan 4 cos
xI I d I d
L
pi piθλ λ
   
 ≈ =   
	 
 	 

2
; tank r r r dδ θλ= ∆ = ∆ ∆ ≈
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In realtà, l’ illuminazione 
sullo schermo dovuta a 
ciascuna sorgente non è 
uniforme: diffrazione.
( )2 1
minimi:
2
n L
x
d
λ+=
0,5 mm
2 m 1 mm
0,5 m
d
L x
λ
=

=  =

= (per 2)
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%%!
Se un fronte d’ onda, che si muove liberamente, 
incontra un ostacolo, si deforma.
invece
si osserva
ottica
geometrica
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il fenomeno è tanto più accentuato quanto più a ≈ λ
Sorgente e schermo molto lontani 
(infinito): diffrazione di Fraunhofer
(in pratica si usa una lente)
altrimenti: diffrazione di Fresnel.
Schermo completamente opaco, fenditura 
a (infinitamente estesa sull’ altro lato);
( )2 1 0k r rδ = − =
Per θ = 0 tutte le onde 
secondarie sono in fase:
Nel punto centrale O:
(O) massimoI =
onda piana, uniforme, monocromatica, polarizzata 
linearmente.
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1CA sin2 2
a λθ= =
nel punto P1:
1(P ) 0I =
1sin
a
λθ =
se iniziamo con a > λ e poi stringiamo la fenditura:
a diminuisce  θ aumenta  maggiore diffrazione
per a = λ  solo massimo centrale: intensità diffusa e uniforme
Per a < λ tutti gli elementi sono praticamente in fase:
sorgente unica, stessa intensità in tutte le direzioni.
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2
3FA sin
2
a θ λ= =
le prime due zone danno 
contributo nullo (come 
prima); resta il contributo 
della terza.
nel punto P2:
2(P ) (O)I I<
2
3
sin
2a
λθ =
•massimo centrale
•sequenza di minimi per
•sequenza di massimi secondari
sin (  intero 0)m m
a
λθ = ≠
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2
0 2
2
2 2
2
0
sin
sin sin
2
1 cos
2
2
I I
a ak
A a
I a
rZ
α
α
pi
α θ θλ
θ


 =


= =

 + 
  
	 
 = ∝

minimi:   sin (  intero 0)m m
a
λθ = ≠
2 1
sin (  intero 0)
2
m
m
a
λθ +  = ≠ 
	 

con onda armonica: 
cos( )A kr tω−
massimi: vicini ai massimi di sin2α 2 1sin
2
a mpi θ piλ
+
 =
( )sin
a
θ θ
λθ
∆ ≈ ∆
 ∆ ≈
100
101
I massimi secondari 
hanno intensità 
basse; il primo, per 
esempio: 0 0 02 2 2
1 1 4
1003 3
2 2
I I I
a
a
pi λ
piλ
= = ≈
     
     
	 
 	 
 	 

Gran parte (84%) della radiazione diffratta è nel massimo centrale.
Luce visibile, λ ≈ 0,5 µm; schermo a circa 2 m dalla fenditura:
con a = 1 mm, il primo zero dista dal massimo centrale:
Con ostacoli più grandi bisogna aumentare la distanza.
Poiché la posizione degli zeri dipende da λ, con luce 
bianca solo il massimo centrale è comune; gli altri sono 
sfrangiati con i diversi colori (il rosso più lontano).
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con apertura 
circolare, 
di diametro D:
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Se guardiamo una sorgente puntiforme attraverso un buco 
di uno spillo (≈ 0,5 mm), sulla retina si forma la figura di 
diffrazione; 
con λ ≈ 0,5 µm:
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In questa situazione, gli anelli vengono visti separati (risolti)?
(il minuto è 1 sessantesimo di grado)
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Due sorgenti puntiformi, incoerenti
< >I
sinθ
Separazione:
il massimo di una 
sul primo minimo 
dell’ altra (con 
intensità uguali):
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Potere separatore (risolutivo), o risoluzione:
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(è un limite teorico: difetti delle lenti, turbolenza del mezzo ...)
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Nell’ occhio umano, D ≈ 2 mm (variabile).
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Quindi: sorgenti estese, viste sotto un angolo minore di γR , 
è come se fossero puntiformi.
